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RFL\ TIYtTE GE:-.IERALE. - tqllOtioru des contrl1intes sur unc "urilt! 11011 t:ompQ(·te. 

,~~.c: l-' Je YVOQDe Choqaet-Bruhat, Arthur Fisher ct Jerzold Marsdeu, presentee 
';'SJ' ~1. Andre lichnerowicz. • 

Sous donnons unc methode nt'u\"cIJc el tra slml'le. \3Iat-le dans Ie ca~ nt'n ct'nl'act. !'Our 
-::<mlrcr que Ics solutions des e:qualions des conmlinres sur une )-vlui~t~ dllnnc.: (tlrmcot IInc \"ari~t~ 
:noc!clec sur I'enscmble des 50lulions des ellu:lliuns linearis..'o:s. au vt'bin3t[c de louIe sohnion (g. Ai) 
lellc que Ir k - Cte. 

It, gi~ Q ,,,w and "c'y simp/(' "'c'llwd, cJiw valid in Ihe n",,~,,"'pa~1 ~CU.·, I •• ,.",v~ '''1111"'''''.'' cJS .... "pl ••• 
tim/J' /lat solullo" of ,hr ~o"sl"cJin' r/lwriolQ ,II' a mani/old Jljftc""ophiC' 1(1 RJ is li",.o,i:oli"" sl,mlr. 

NOTATIONS. - Une donnCc: initialc en relntivite genera Ie e~1 unc vnrielc dilTcrcntielle S 
de dimension 3 munie d'une metrique prorrement riemanienne ~ el d'un len.~ur syme­
trique k d'ordre 2, salisfaisnnt sur S les c( equations des contrainles.) suivaO[cs : 

(l) 

Pour abrcger on note 

{ 
Jf'(g, k) == R(g)-k.k+(trk)z = O. 

.I (g. k) 51 6,k-dlrk = o. 

$(g, k) == (Jt'(g, k). J (g, k». 

R (g) est la courbure riemanienne scalaire de g. II est plus commodc de considcrer k 
comme tenseur mixtc. de composantes kl en coordonnces locales. On a allm. k.k = k{ k~. 
uk = kl. (o,k)} = V, k~, ou Vest la derivation covariantc associee a g, (dlr 1.;), = u, k:. 

On designe par W:,I' espace de Sobolev avec poids, la completion de I'cspace des fonc­
tions COlI a support compact sur S = RJ pour la norme 

On designera par E = S~ .• [resp. I-' = M:_I,a+l] I'espacc de SoboleY avec poids 
de sections du fibre des 2-tenseurs covariants symctriques [rcsp. mixte~] sur S = R'\ 
dont chaquc composante cst dans W:.1 [resp. W: _ I.a + I]. Ces espaces permetlent de traduire 
de fa~on commode les hypoth~ses physiques habituelles de comportement asymptotiquc 
euclidien : g-y = 0 (1/1') (avec y metrique euclidiennc), k = 0 (1/1'2), quand on suppnsc 
p > 3. s > 1+ 31p, & ~ 0, ce qui assure les proprictes multiplicativ~, avec continuile 

si/eW:,I' heW:_"I+" O~/~s, alors/heW:_1,a+I; 

Sl Ie W:_ I, 1+ l' k e W:_I,I+" alors Ik e W:_Z,I+l' 
Les espaces sont Ie cadre de I 'etude sur les noyaux des operateurs clliptiquC;i de Nirenbcrg­

Walker ~). et des th60r~mes d'isomorphisme de Canlor [e), en 
OIFFERENTIELLE DE L'APPUCATION «I). - II resulte les proprietes des ~'Ipaces W:' o ' a que 

I'application , ell 

«I): ;I x F - G x H par !,g, k) ..... «1)(1, k) 5! (.1t'(g. k), .I (g, k» 
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est une application CGO
, si t! = m:.6 d~signc Ie cone ouvert des metriqucs proprcment riema­

niennes g tcUes que g -y e E tandis que 

H co X:- 2 .&U 

sont respectivement un espace de fonctions sur S = R~ et un espacc de sections du fibre 
tangcnt as == RJ avec des normes de Sobolev avec poids corrcspondant a leurs indices. 

La dift'~rcnticUe 4>; •• de 4> au point (g, k) est I'appliciltion lineairc Ex F - G x H 
definie par 

A,.l(l., w) 5 -A,trl'+0i'0,h-Ricc(g).h-2k.w+2trktrw, 

I I 
Q~ ,(h, w) == liqw-dtrw+ k.tltrh- k. Vh, •. 2 2 

oil 

STABIUd PAR LlNEARISATION. - On dit qu'une donne initiale (S, g, k) est stable par 
linearisation relativement a Ex F si il existe un Yoisinage U de (g, k) dans F. x f tel que 
U ,... Ij) -. (0) !;oit unc sous-varietc de F. x F modell!c sur l'l!space des solutions dans Ex f­
des equations (( Iinearisccs )', c1I~. l (h. u.) = O. 

La c;tabilitc par lincarisation des donnees initiales de I'espace temps de Minkovski 
(alors app.:lcc stabilite initiale) ;t ete dcmontree par des methodes conformes par Choquet­
Bruh:lt .:t D.:scr e) pui~ par une methode directe par fi:o.her et Marl>dcn C) qui ont aus:.i 
ctabli des rC'lultats d:lno; Ie cas S compacte, completes IXlr Monlcrief (7). O'Murchada 
et York (8) ont d'nutrc part applique la methode conforme au cas cumpact. Nous cta­
blirons ici un resultat de ~tabilitc par lincari~ation lIan~ Ie cas general non compact. 
a-;ymptotiqu~ment euclidic:n, par unc mcthode inspirce a la ft)is de .. deux mClhtl<ies pr,"~e­
dentc!;. Nou'i monlrcwn'i quc II> I (0) ,... U cst unc sou~ variclc de Ex r en prouvant 
quc c1I e .. t unc ~uhmcr,itm, c'c,t-;\-dirc que c1J' ~t !;urjcctivc ct :\ nOY:lu complcmcntablc, 
mai ... now. I\OUS insllin:rlln!> du dccouplagc de~ contraintC<i par la mClhudc conforme 
[cf. <")] pour oblcnir cc rc,ultat : Ie thellrcmc de deCtlmpo,ition (8er~er-rhin) ,Iu cas 
compact n'e"t pa'i valahlc ici. 

SU1UEC'TIVITf. UE c1I'. - Si on poc;e 

(2) I ,. = g t, 
J 

U· = L(X, g)-g~,X- ~ kt+ 1 gtrkt, 
2 b 

(L (X. g) derive de Lie de 1: par rapport au champ de vectcurs X, ~~ divergence,"t scalaire, 
(on a tr" = t, tr II' = --0, Xl on a (avcc 119 = Vi Vi) : 
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Compte tcnu des contraintcs ces expressions devienncllt 

2 2 
A, .• (/I, w) = - /~" t+ 3 k.h-2k. L(X. g). 

1l"ttlJ, Ie) = o"L(X. g)- ~ fdlrk . 

Si dtr k = 0, (/9 •• Ile depend pas de t : un cas particulic:r cst cclui uu S est maxima dans 
I'espace temps engendrc pur (S, g. kl, c·esl-;i·dire Ir k. = II. On snit que la propricte 
d'admcttre une sous-\lariete tdle quc lr k = etc est une pruprictc stable pour un 
espace temps. 

LEMME. - L 'applicatioll X.-. 0, L (X, g) ,'.rt 1111 i.wmwrp"i.m,,' d,' X:. 6 sur X: _ Z, 6.1, 

si S :; RJ , 

Preuve. - CeUe application e)t definie par un ~ystcme ellipliquc du deuxicme ordrc. 
O'une part ce systeme )c rcduit pour g :; ya un operateur a cocfficients constants qui est 

un isomorphismc X:,I- X:-Z,&+z., En etfel : 

a une solution ct unc scule : 

XJ = A;' (UJ- ~ iJ,i)J ll;' a)e W:- 1 , 6+1' 

(on sait [cf ("» que Ay cst un isomorphisme W:. 6 - W~-1.6+l)' 
O'autre part si g e 4 1'0pCrateur X.-. 0, L (X, g) est injectif. En effcl (tI). 

f X.o,L(X, g)dp(g) = f LX.LXdp(g), JsallJ Js-.' 
donc 0, L (X, g) = 0 implique L X = 0, or ce systeme diffcrcntiel n 'a pas de solutions non 
nulles tendant vcrs zero a l'infini. 

Un theoreme annonce par Cantor CZ) implique Ie lemme. 

Soit alors (B,b)eW:_Z,6+1XX:_l,6+1' Soit XeX:,6 tcl que 

Q,. i (/J, w) :: a, L (X, g) = b. 

Le theoreme de Cantor implique a nouveau qu'il cxiste t e W:. 6 unique tel que 

2 2 A,.,V', 10);;; 3~''t- /,k1:-2k.L(X, g) = B. 

L' application c!I~., est done surjective si t r k = Cte. 

II r6sulte aussi du raisonnement precedent que tout couple (II, w) admet une decompo-
sition unique continue : 

(h, 10) = (hi' w,)+(hz, Wl)' 

avec 41;,1 (h" 101) = 0 et (hz• IOz) de la forme (2), DODe Ie nO'yau de ~~ • .t est complementable, 
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O'Ola; sous les proprietes d'isomorpbismc des opCrateurs elliptiques utilisees ci-dessus : 

THtoREME. - Toute donnie iniliale (R3
• g. k). gem :.6' k e 5:- 1.6+1 satis/aisant les 

contraintes et telle que tr k = Cte est stobie par linearisation. 
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